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Abstract. In this paper it is investigated a methodology aimed at the estimation of the weights to be assigned to 

semi-labeled samples in the training of parametric classifiers when the number of training samples (pixels) are too 

small for the dimensionality of the data (bands), and the estimates of mean vector and the covariance matrix are poor. 

The proposed methodology includes two steps, the first step is only for estimate the weight of the semi-labeled 

samples, and the second step is for refine the weight estimated in the previus step. Initially it is investigated a 

procedure to estimate weights based on the classifier’s decision function, where the semi-labeled samples are 

weighted according to probability of belongs to determined class. Next, these estimated are further refined by means 

of spatial context information, by use of the probabilistic relaxation to refine the weight of these semi-labeled 

samples. After this refinement, the mean vector and the covariance matrix are reestimated, and the parameters are 

used as input data in the parametric classifier. The methodology is tested by applying it to a set of hyperspectral 

image data. This data are from test site which had several classes spectrally similar, and is due this characteristic of 

the site wich is propitious to work with hyperspectral sensors like AVIRIS.  

 

Palavras-chave: classification, parameter estimation, spatial context, classificação, estimação dos parâmetros, 

contexto espacial. 
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1. Introdução 
Dados em alta dimensionalidade, como por exemplo, aqueles disponibilizados por imagens 

hiperespectrais apresentam um grande potencial na classificação de imagens de cenas naturais. 

Classes espectralmente muito semelhantes, isto é, classes que apresentam estatísticas de primeira 

ordem (vetores de médias) muito similares podem ser separadas com um alto grau de acurácia em 

espaços de alta dimensionalidade, sob a condição das matrizes de covariância difiram 

significativamente entre si, conforme Fukunaga (1990) e Landgrebe (2003). Dados em alta 

dimensionalidade quando aplicados a classificadores paramétricos geram, entretanto, um número 

grande de parâmetros a serem estimados a partir das amostras de treinamento disponíveis 

(amostras rotuladas). Em situações reais, entretanto se dispõe em geral de um número apenas 

limitado de amostras para fins de treinamento e este fato resulta em estimativas pouco confiáveis 

para os parâmetros do classificador. Esta dificuldade afeta particularmente as estimativas para as 

matrizes de covariância, resultando no comportamento conhecido como fenômeno de Hughes.  A 

acurácia produzida por um classificador paramétrico tende inicialmente a crescer na medida em 

que informação adicional, isto é, novas variáveis são acrescentadas aos dados.  Em um 

determinado ponto, a acurácia atinge um máximo para em seguida passar a decrescer, na medida 

em que a dimensionalidade dos dados, isto é, o número de bandas espectrais, continua a crescer. 

Este comportamento reflete a dificuldade em se obter estimativas confiáveis para um número 

crescente de parâmetros.  

Na literatura podem ser encontradas diferentes propostas visando minimizar este problema e 

desta forma ampliar o uso de imagens hiperespectrais na classificação de cenas naturais. Em 

termos gerais, as metodologias propostas podem ser agrupadas em três categorias: análise 

discriminate regularizada, descrita por Friedman (1989) e Aeberhard et al. (1984), redução na 

dimensionalidade dos dados por seleção ou extração de variáveis, conforme Fukunaga (1990) e 

Serpico et al. (2002), e o emprego de amostras semi-rotuladas, de acordo com Shashahani e 

Landgrebe (1994) e Jackson e Landgrebe (2001). Este estudo se insere nesta última abordagem. 

Com esta finalidade, amostras semi-rotuladas são selecionadas inicialmente e de uma forma 

iterativa durante o próprio processo de classificação, como proposto por Jackson e Landgrebe 

(2001) e Liczbinski e Haertel (2008). Neste estudo, o processo de estimação dos pesos para as 

amostras semi-rotuladas é investigado em maiores detalhes. Este processo produz uma estimativa 

inicial dos pesos que é em seguida refinada por meio de informações de contexto espacial. Na 

literatura se podem encontrar diferentes abordagens para fins de extração de informações de 

contexto espacial, como as propostas por Therrien (1989) e Solberg (1999).  Uma das abordagens 

mais frequentemente empregada refere-se aos campos de Markov.  Neste estudo se emprega um 

processo de relaxação. A metodologia investigada neste estudo é testada empregando-se dados 

hiperespectrais coletados pelo sistema sensor AVIRIS sobre a área teste denominada de Indian 

Pine, localizada no estado de Indiana, USA e o software necessário foi desenvolvido em 

ambiente MATLAB. 

 

2. Metodologia de Trabalho 
A etapa inicial consiste na seleção de um certo número de amostras semi-rotuladas e sua 

inclusão de uma forma ponderada na estimação dos parâmetros do classificador. Neste estudo 

segue-se uma abordagem similar à proposta em Jackson e Landgrebe (2001) e Liczbinski e 

Haertel (2008), propondo-se um critério mais elaborado na estimação dos pesos das amostras 

semi-rotuladas. O classificador aqui empregado é o classificador de Bayes, cuja expressão geral é 

dada por (Equação 1):  
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Sendo X o pixel a ser rotulado, p(X/ ωh) a função densidade de probabilidade condicional à classe 

ωh, e P(ωh) a probabilidade a priori associada à mesma classe. Na suposição de uma distribuição 

Normal multivariada, a função de decisão (1) assume a forma (Equação 2): 
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Sendo µh  e Σh  respectivamente o vetor de médias e a matriz de covariância associados à classe 

ωh, e p a dimensionalidade dos dados. O peso wh,i associando o pixel Xi à classe ωh pode ser 

estimado pela probabilidade a posteriori p(ωh / Xi), a qual pode ser calculada por meio do 

teorema de Bayes (Equação 3): 
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e portanto (Equação 4): 
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onde m representa o número de classes. 

 Na prática esta abordagem quando implementada diretamente pode apresentar dificuldades 

numéricas, devido aos valores muito pequenos resultantes da parte exponencial em (2), gerando 

estimativas não confiáveis para os pesos em (3). Este problema é comumente evitado 

empregando-se uma função monótona crescente de (2), mais especificamente a função logaritmo 

natural (Equação 5): 
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Embora numericamente mais adequada, esta alternativa apresenta a peculiaridade de que os 

valores resultantes resultam negativos. Para fins exclusivos de classificação dos pixels em uma 

imagem, este fato não apresenta nenhum inconveniente, pois a regra de classificação permanece 

inalterada: cada pixel é rotulado conforme a classe que produz o maior valor para a função de 

decisão (5). Como para todas as classes, os valores produzidos por (5) serão negativos, a classe 

vencedora será aquela que apresentar o menor valor absoluto. Esta peculiaridade inviabiliza, 

entretanto, o emprego direto da equação (3) para fins de estimação dos pesos. Neste estudo se 

propõe resolver este problema da seguinte forma. Inicialmente valores são calculados para cada 

pixel, em cada uma das m classes, aplicando a expressão logarítmica da função de decisão G(X) 
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(5) em (4). Dado o fato anteriormente mencionado de que todos os valores de G(X) produzidos 

por (5) são negativos, os valores obtidos para os pesos wh,i resultam ordenados inversamente.  

Neste estudo se propõe resolver este problema tomando-se o complemento destes valores 

(Equação 6): 

 

ihih ww ,

*

, 1−=                                                                 (6) 

 

Embora estes novos valores para os pesos estejam corretamente seqüenciados de acordo com 

os graus de pertinência de cada pixel a cada uma das m classes, torna-se ainda necessário efetuar 

a normalização, isto é, de que para qualquer pixel a soma dos pesos sobre as m classes deva ser 

igual à unidade (Equação 7):    
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Um problema final a ser ainda considerado se refere ao valor assumido por cada pixel 

individual com relação à função densidade de probabilidade Normal multivariada (2). Observa-se 

pela expressão (4) que os pesos são estimados relativamente aos valores nas m funções de decisão 

G(X). Nesta abordagem podem ocorrer situações em que o valor de G(X) para a classe vencedora 

seja reduzido, mas aqueles para as demais (m-1) classes sejam ainda menores, resultando em um 

valor alto para o peso da classe vencedora. Torna-se, portanto necessário escalonar o peso da 

classe vencedora conforme sua posição efetiva na distribuição daquela classe, isto é, do valor de 

G(X) em termos do valor máximo desta função, o que ocorre para X = µ. Na metodologia 

proposta neste estudo, se propõe multiplicar o peso da seguinte forma: 
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sendo Mh o valor estimado para o vetor de médias µh, onde h representa a classe vencedora (ωh). 

Então os parâmetros do classificador passam a ser estimados por um conjunto de amostras de 

treinamento, que inclui amostras rotuladas (peso unitário) e um determinado número de amostras 

semi-rotuladas, com peso estimado pelo procedimento acima descrito. As expressões empregadas 

para as estimativas amostrais do vetor de medias e da matriz de covariância (Mh , Sh) são dadas 

por Liczbinski e Haertel (2008) (Equação 8): 
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onde Nh representa o número total de amostras de treinamento empregadas (rotuladas mais semi-

rotuladas) para a classe ωh. Deve-se notar aqui, que os pesos referentes as amostras rotuladas são 

iguais à unidade.   

A segunda etapa da metodologia consiste em refinar as estimativas para os pesos, por meio 

da introdução de informações de contexto espacial. Um dos métodos empregados com este 

objetivo consiste em métodos de relaxação probabilística, conforme os propostos por Therrien 

(1989) e Di Zenzo et al. (1987). Neste processo, a dependência espacial entre um pixel e seus 

vizinhos é estimada em um processo iterativo dentro de uma vizinhança previamente definida. Os 

pesos são ajustados de acordo com a expressão (Equação 9): 
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com os índices (t, t+1) indicando o número da iteração, ri,j,h,k  o coeficiente de compatibilidade, n 

o número de pixels na vizinhança, m o número de classes e L um fator de normalização, dado por 

(Equação 10): 
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o coeficiente de compatibilidade ri,j,h,k estima portanto a probabilidade de um pixel na posição 

central i de uma vizinhança pertencer à classe ωh ao mesmo tempo que seu vizinho na posição j 

pertence á classe ωk.  e é estimado por Di Zenzo et al. (1987) (Equação 11): 
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uma estimativa amostral de (11) é dada por (Equação 12): 
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onde N(i,j,h,k) representa o número de vezes em que um pixel na posição i pertence à classe ωh, 

ao mesmo tempo em que seu vizinho na posição j pertence à classe ωk, e N o número de pixels na 

imagem. O termo N(i,j,h,k)/N estima portanto a probabilidade conjunta ),( kh jip ωω ∈∈ , 

enquanto ( )∑ =

m

h
NkhjiN

1
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k
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probabilidades marginais no denominador de (11). O processo de relaxação probabilística 

atualiza os valores estimados para os pesos ωi,h aplicando sucessivamente as equações (9), (10) e 

(12) em um procedimento iterativo, até que um critério de convergência seja satisfeito. 

Deve-se aqui observar, que para fins de extração de informações de contexto espacial, é 

necessário levar em conta a existência de pixels que não pertencem a nenhuma das m classes em 
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consideração.  Por esta razão, foi criada uma “classe de fundo”, composta por pixels cujo peso 

mais alto é menor do que um limiar previamente selecionado.  

 

3. Resultados e Discussão 
Vários experimentos foram realizados para fins de teste/validação da nova metodologia 

proposta. Cada experimento consiste na estimação da acurácia obtida no processo de 

classificação (acurácia do usuário e do produtor) variando-se a dimensionalidade dos dados.  Para 

tornar os resultados comparáveis entre si, as demais variáveis (número de iterações, número de 

amostras rotuladas, número de amostras semi-rotuladas) foram mantidas constantes ao longo de 

cada experimento. Neste trabalho é apresentado e comentado os resultados de um, dos vários, 

experimentos realizados. As figuras abaixo ilustram os resultados gerados por este experimento, 

que tem como parâmetros: número de amostras de treinamento igual a 16 pixels, com o número 

de amostras semi-rotuladas igual a 30 pixels (Figura 1), 60 pixels (Figura 2) e 90 pixels Figura 

3). Em cada caso, a dimensionalidade dos dados variou dentro do intervalo [1, número de 

amostras rotuladas-1]. A Figura 4 ilustra os resultados pela primeira etapa da metodologia (sem a 

etapa de relaxação) e a Figura 5 com a inclusão da relaxação (informação de contexto espacial). 

 

 

           
Figura 1. Acurácias médias, respectivamente, do usuário e do produtor. Em preto empregando 

somente as 16 amostras rotuladas, em azul com a adição de 30 amostras semi-rotuladas 

ponderadas, e em vermelho com o refinamento pela relaxação probabilística. 

 

           
Figura 2. Acurácias médias, respectivamente, do usuário e do produtor. Em preto empregando 

somente as 16 amostras rotuladas, em azul com a adição de 60 amostras semi-rotuladas 

ponderadas, e em vermelho com o refinamento pela relaxação probabilística. 
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Figura 3. Acurácias médias, respectivamente, do usuário e do produtor. Em preto empregando 

somente as 16 amostras rotuladas, em azul com a adição de 90 amostras semi-rotuladas 

ponderadas, e em vermelho com o refinamento pela relaxação probabilística. 

 

           
Figura 4. Acurácias médias, respectivamente, do usuário e do produtor na etapa da 

ponderação das amostras semi-rotuladas. Em preto somente com as 16 amostras rotuladas, em 

verde com a inclusão de 30 amostras semi-rotuladas, azul com a inclusão de 60 amostras 

semi-rotuladas ponderadas, e em vermelho a inclusão de 90 amostras semi-rotuladas 

ponderadas. 

 

          
Figura 5. Acurácias médias, respectivamente, do usuário e do produtor na etapa da relaxação 

probabilística. Em preto somente com as 16 amostras rotuladas, em verde com a inclusão de 

30 amostras semi-rotuladas, azul com a inclusão de 60 amostras semi-rotuladas ponderadas, e 

em vermelho a inclusão de 90 amostras semi-rotuladas ponderadas. 

 

4. Conclusões 
Os experimentos acima descritos mostraram a eficácia de ambas as etapas da metodologia 

proposta. Isso pode ser visto com o aumento significativo da acurácia no pico do fenômeno de 
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Hughes. O aumento desta acurácia se dá não só no conjunto do processo, primeira e segunda 

etapas, como também, individualmente em cada etapa. Observa-se ainda que este aumento ocorre 

ao longo de todo o intervalo de variação na dimensionalidade dos dados.  
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