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Abstract. The photograph is a central projection such that, compared with the mapping that is a normal
projection, presents deformation. The procedure defined as rectification only fixes the projective effect assuming
that the relief effect is negligible thus transforms the image so that it results a second image as if it had been
obtained from that axis in a vertical position. Adjusters local, known as parametric curves, are more practical,
since changes in control points are not spread throughout the curve. This paper shows an iterative method that
uses parametric curves with application in image correction resulting in an root mean square, between what is
desired and the obtained, for various forms of deformation, in the order of 10~
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1. Introducao

Uma imagem, obtida por sensores ou equipamentos analogicos (fotografia), ndo pode ser
usada como uma carta, pois ndo tem uma escala constante. Tem uma escala aproximada ou
média e tem escala pontual o que ¢ de pouco interesse pratico. As deformagdes de imagens
podem ser descritas pela geometria diferencial mais concretamente pela indicatriz de Tissot.
Mas esta teoria so6 pode ser aplicada se a superficie do objeto puder ser representada por uma
funcdo analitica. A superficie terrestre ndo pode ser descrita com suficiente fidelidade por tal
funcao.

A imagem ¢ uma proje¢do central de forma que, em comparacdo com a cartografia, que ¢
uma projecdo normal, apresenta deformagdes. Uma excecdo sera a imagem de um objeto
plano, portanto bidimensional, se ela tiver sido obtida com o seu plano-imagem paralelo ao
plano imageado. O procedimento definido como retificagdo, s6 corrige o efeito projetivo
assumindo-se que o efeito do relevo € insignificante, deste modo, transforma a imagem de
forma que resulte uma segunda imagem como se tivesse sido obtida com o referido eixo na
posigao vertical.

Este trabalho mostra um método iterativo de retificacido de imagens por curvas
paramétricas que resulta um rms (root mean square), para diversas formas de deformacgdo,
menores que 107,

Trabalhos com Fraser(2000) Araki et al (2005) e Debiasi (2008) aplicam conceitos de
ortoretificagdo para imagens de alta resolucdo. Berberan (2010) mostra fundamentos de
fotogrametria.

2. Metodologia de Trabalho

O primeiro passo ¢ coletar pontos de controle. Estes pontos coletados, na ordem que
foram adquiridos, podem ser interpolados por curvas paramétricas.
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Figura 1. (a) Pontos de controle coletados e ordenados. (b) Curvas paramétricas que
interpolam estes pontos.
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Estas curvas paramétricas sdo polinomios de grau n — I ¢ dependerdo da variavel u,
desta forma, v,(u) € uma funcdo vetorial definida por:

n(0) = (50,3, ()= (L ap’, 3 b’ ) (1)

onde i € representa a curva interpolada para cada conjunto de pontos coletados, a; e b; os
coeficientes dos polindmios x; e y;, respectivamente € u, o parametro. Existe uma curva que

interpola os pontos V, =(x;,y, ), de mesmo parametro u entre as curvas v;. A curva geral que
satisfaz esta condicao ¢ definida como sendo:

W) =(x() (1) =(> ", S dt*) )

Desta forma, para cada par (¢,u) € [0,1] correspondera um unico par de coordenadas (x,y).
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Figura 2. Curva h(t) que interpola os pontos V; =(x,,y, ) que tem o mesmo parametro u.

Conhecem-se os pontos (¢,,x,,v,), (t,,%,,¥,), (t;,%3,Y;3)s (t,.X,,Y, ), cOm
1 .
t, =0, tl:tH+—], t,€[0;1], conforme mostra a figura 2. Deseja-se obter os

coeficientes ¢; e d; de tal forma que #A(¢) se aproxime dos pontos (x,,y,), (x,,¥,),
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(x3,95) s (x,,,¥, ). Pelo Método dos Minimos Quadrados, sabe-se que o problema ¢
resolvido com a solugdo da equacao matricial:

m—1 m—1 m—1 m—1 m—1
0 1 m—1 0 0
zti L l; 1 X; zti Vi
C) do i=0 i=0 i=0 i=0 i=0
d m—1 ; m—1 5 —1 m—1 ; m—1 ;
c m
! ! = i tl tl tixz ztiyz (3)
i=0 i=0 i=0 i=0 . i=0 .
c d m—1 mf]. m—1 m—1 ’ m—1
m—1 m—1 m—1 m 2m-2 m—1 m—1
tl tl tl Ztl xl Z i yl
i=0 i=0 i=0 1 Li=0 i=0 ]
n—1 ) n—1 )
_ J J
Mas (x,.,yl.)—(Zaiju ,Zbl.ju ), logo
j=0 j=0
© =1 m—1 m—1 -1 m—1 n-1 m—1 n—1I ]
0 1 m—1 J 0 J0
Ztl t Zti au’t, bu’t;
c, d, Py Pary i=0 j=0 i=0 j=0
d m m—1 m—1 m—1 n—1I ; m—1 n—1I s
c ! 2. m J J
I - t t ZZ[ au’'t, bu’t, @)
i=0 i=0, . i=0, i=0 j=0 i=0 j=0
c d m—I. m—1 m—1 m]nl. m]nI.
m—1 m—1 m—1 m . 2m-2 jem=I Jjam—=1
t t t; au’t] D bt
L i=0 i=0 i=0 4 =0 j=0 i=0 j=0
Com isso, encontram-se ¢, (u) e d,(u). Desta forma, A(t) transforma-se em:
m—1 m—1
k k
h(tu)=(x(tu),y(tu)=(Y co(u)t", > d, (u)*) (5)
k=0 k=0

Para encontrar o par (t,u) que corresponda a algum par de coordenadas conhecidas
(x,y ), resolve-se o sistema nao linear:

m—1
X — ck(u)tk =0
y=>d (u)*=0
1 = I
xz_zck(u)tk)z‘*‘(%_ dk(”)tk)z_dzzzo (6)
=0 =0

m—1

=S et )+ (v, = S dy it ) =3 =0

m—1

zck(u)t ) +(y3 Zd (u)* )’ —d, =0

Onde d, ¢ a distancia do ponto de apoio (x,,y,) ao ponto (x,y) em questdo.

Transcreve-se o sistema nao-linear (6) para:
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fi(tu)=20
Sr(tu)=0
; 7)
fp+2 (t’u) = 0
A expansdo de uma fun¢do f(t,u ) pela série de Taylor ¢ dada por
o . o 1of 10°f
t+At,u+ Au tu + At+ Au+——""AP + ———Au’ + .. 8
f( )=f(tu) ™ 2 o2 o &)
Para At e Au pequenos, ou seja, At — 0 e Au — 0, pode-se aproximar de:
f(t+Atu+Aau)= f(tu)+ fAt+2fA 9)
u
Com erro de truncamento da ordem de:
2 2
|iﬂAt2|+|iﬂAu2| (10)
2 or? 2 ou?

Desta forma, considerando as p+2 equagdes ndo-lineares, expande-se cada fungdo f;
pela série de Taylor:

fi(t+Atu+Au)~ fl(t”)"'afjélt+af’41
u
0
St dbut du)= frftu)+ =5 fz At + asz (11)
9 )
fro(t+ A+ Au)~ f, (tu)+ f;;z e
u

De forma iterativa, se (t+A4f) ¢ uma nova aproximacdo para ¢ teriamos a

convergéncia obtida quando Az — 0, ou seja, quando |At] < ¢, onde ¢ ¢ a tolerancia, ou
precisdo desejada, neste caso (t+ At), Vi, i=1, 2,..., p+2, seria raiz de cada f; com precisdo &,

ou seja, analogamente para (u+Au), f(t+At,u+Au)= 0, Vi, i=1, 2,.., p+2. Assim, o
sistema acima tomaria a seguinte forma:

o o,

D g+ Y py=—r 1,

or A g =S

o, o,

Y2 s Y2 py——1 1

o ou " Saftu) (12)
af+2 af+2.

Gpt At + Gpu Au=~f, (tu)
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Utilizando notacao matricial, JY = B, onde J ¢ a matriz jacobiana, Y ¢ o vetor solucao e¢ B
o vetor dos termos independentes,

9 9
o ou -/
EZL éié t "f;
J=l ot ou Y=M B= . (13)
Yz Uz ~ e
ot ou |

Sabendo que JY = B, como J ndo é uma matriz quadrada, tem-se que Y =(J'J )" J'B. Se

X, = [tk u, ]T, for a aproximacdo de X numa iteracdo de ordem k, entdo o Método iterativo
de Gauss-Newton para sistemas de equagdes ndo lineares ¢ dado por

X, =X +(J"J)"J'B, (14)

Uma vez encontrada a solu¢do do sistema, verifica-se se o resultado satisfaz realmente o
problema proposto. Se ndo for satisfatério, calculam-se novamente as curvas paramétricas e
resolve-se o sistema nao linear até que a solugdo convirja para o valor esperado.

3. Resultados e discussao

A seguir tem-se o resultado de transformagdes do sistema (x,y) para o sistema (t,u)
avaliadas pelo rms entre o que se deseja (grade regular) e o obtido. As simulagdes foram
implementadas no software MATLAB® 7.0. As deformagdes estdo exageradas
propositalmente para mostrar a eficacia do método. Foram aplicadas iteragdes para melhores
resultados.

Figura 3. Transformacao de malha deformada com 4 pontos.

Tabela 1. Resultados da transformacdo na 1? iteragdo. A transformagdo mostrou-se perfeita.

X y t u rms
0.19930876 | 0.20029240 —  0.00000000 | 0.00000000 0.0000000E+00
0.89976959 | 0.10087719 —  1.00000000 | 0.00000000 0.0000000E+00
0.60023041 | 0.39912281 —  0.00000000 | 1.00000000 0.0000000E+00
0.62096774 | 0.28801170  —  1.00000000 | 1.00000000 0.0000000E+00
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Figura 4. Transformac¢ao de malha deformada com 6 pontos.

Tabela 2. Resultados da transformagao na 5% iteragao.

X v t u rms
0.8260369 | 0.0365497 —  -0.0000080 | -0.0000080 1.1313828E-05
0.9873272 | 0.3377193 —  0.5000144 | -0.0000079 1.6454491E-05
0.7039171 | 0.8377193 —  0.9999930 | -0.0000242 2.5223466E-05
0.7500000 | 0.0394737 —  0.0000016 0.4999969 3.4953358E-06
0.4827189 | 0.6067252 —  0.4999988 0.4999943 5.8621859E-06
0.0702765 | 0.6096491 —  0.9999964 0.5000011 3.7276390E-06
0.6601383 | 0.0423977 —  -0.0000011 | 0.9999991 1.4321490E-06
0.2661290 | 0.4312866 —  0.4999892 1.0000013 1.0860303E-05
0.0264977 | 0.1739766 —  0.9999882 1.0000068 1.3623638E-05
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Figura 5. Transformacao de malha deformada com 16 pontos.

Tabela 3. Resultados da transformagao na 5% iteragao.

X y t u rms
0.0541475 | 0.1038012 —  0.0000006 0.0000042 4.2265635E-06
0.4435484 | 0.0657895 —  0.3333349 0.0000013 2.0193323E-06
0.8237327 | 0.2032164 —  0.6666629 | -0.0000003 3.7569967E-06
0.9758065 | 0.5160819 —  0.9999981 | -0.0000024 2.9973308E-06
0.0564516 | 0.2441521 —  -0.0000028 | 0.3333341 2.9128146E-06
0.5172811 | 0.2646199 —  0.3333322 0.3333336 1.1201971E-06
0.7338710 | 0.4780702 —  0.6666662 0.3333319 1.4950286E-06
0.6808756 | 0.7792398 —  0.9999979 0.3333329 2.1230784E-06
0.0449309 | 0.3523392 —  -0.0000002 | 0.6666595 7.2045211E-06
0.379032 0.457602 — 0.333332 0.666665 2.0718695E-06
0.4043779 | 0.7119883 —  0.6666667 0.6666638 2.8883746E-06
0.3099078 | 0.9049708 —  0.9999984 0.6666607 6.1843328E-06
0.0541475 | 0.4605263 —  0.0000029 0.9999975 3.8333390E-06
0.1532258 | 0.6096491 —  0.3333388 0.9999958 6.9352336E-06
0.1417051 | 0.8347953 —  0.6666660 0.9999948 5.2127446E-06
0.0656682 | 0.9488304 —  1.0000023 0.9999974 3.4269191E-06
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Figura 6. Transformacao de malha deformada com 36 pontos.

Tabela 4. Resultados da transformagao na 5% iteragao.

X y t u rms
0.03571429 | 0.15350877 —  -0.00000971 | -0.00000431 1.0618515E-05
0.22235023 | 0.06286550 —  0.19999322 | -0.00000151 6.9428058E-06
0.54032258 | 0.04239766 —  0.39998745 | -0.00000599 1.3907570E-05
0.77764977 | 0.05409357 —  0.59998880 | -0.00000492 1.2234258E-05
0.91359447 | 0.13011696 —  0.79998920 | -0.00000631 1.2511272E-05
0.96658986 | 0.23830409 —  1.00000110 | -0.00000098 1.4890983E-06
0.07258065 | 0.67397661 —  -0.00000608 | 0.19999021 1.1525014E-05
0.12788018 | 0.41666667 —  0.19999382 0.19999415 8.5084043E-06
0.21774194 | 0.28801170 —  0.39999229 0.19999254 1.0729584E-05
0.45046083 | 0.17690058 —  0.59999134 0.19999186 1.1883143E-05
0.61866359 | 0.17397661 —  0.79999515 0.19998977 1.1321097E-05
0.82603687 | 0.20614035 —  0.99999929 0.19999036 9.6657526E-06
0.23387097 | 0.94883041 —  0.00000116 0.39999049 9.5834185E-06
0.21543779 | 0.74707602 —  0.19999506 0.39998893 1.2127458E-05
0.25230415 | 0.57748538 —  0.39999615 0.39999158 9.2592800E-06
0.36520737 | 0.41959064 —  0.59999716 0.39999146 8.9988638E-06
0.50806452 | 0.34356725 —  0.80000020 0.39999075 9.2506052E-06
0.63479263 | 0.32017544 —  1.00000160 0.39999771 2.8052410E-06
0.36751152 | 0.95175439 —  -0.00000050 | 0.59999384 6.1818681E-06
0.35599078 | 0.83187135 —  0.19999505 0.59999362 8.0744854E-06
0.39976959 | 0.68567251 —  0.39999516 0.59999484 7.0711394E-06
0.50115207 | 0.54239766 —  0.59999650 0.59999672 4.7968096E-06
0.57488479 | 0.47807018 —  0.80000138 0.59999922 1.5842135E-06
0.60483871 | 0.46637427 —  1.00000080 0.59999761 2.5146062E-06
0.57258065 | 0.98391813 —  -0.00000839 | 0.79999139 1.2019004E-05
0.51958525 | 0.91081871 —  0.19998955 0.79999452 1.1800515E-05
0.51497696 | 0.82602339 —  0.39999152 0.79999792 8.7321917E-06
0.53110599 | 0.75000000 —  0.59999312 0.79999724 7.4132948E-06
0.57027650 | 0.64473684 —  0.79999784 0.79999784 3.0489221E-06
0.60483871 | 0.58333333 —  0.99999613 0.79999629 5.3553296E-06
0.72235023 | 0.98099415 —  0.00000361 0.99999442 6.6505624E-06
0.70391705 | 0.96637427 —  0.19999529 0.99999897 4.8190092E-06
0.66013825 | 0.91374269 —  0.39999456 0.99999953 5.4577769E-06
0.64861751 | 0.84064327 —  0.60000000 1.00000000 0.0000000E+00
0.65552995 | 0.75584795 —  0.79999387 1.00000080 6.1847996E-06
0.67165899 | 0.69444444 —  0.99998483 1.00000790 1.7090000E-05

A figura 7 mostra o comportamento da transformagdo de quadrilateros internos a alguns
planos distorcidos:
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(b) S - (©

Figura 7. Comportamento dos quadrilateros apds transformagao de alguns planos distorcidos.
(a) 4 pontos de controle. (b) 9 pontos de controle. (c) 25 pontos de controle.

4. Conclusoes

As simulagdes realizadas com pontos de apoio, sdo totalmente transformaveis, em diversos
casos testados. Observou-se que em alguns dos casos com muitos pontos de controle, houve a
necessidade de se estudar as aproximagdes iniciais, para os pontos dentro do espaco
delimitado pelas curvas paramétricas, na resolugdo do sistema nao-linear. Os proximos testes
serdo realizados com casos reais de imagens para se ter uma verdadeira nog¢do dos rms e
aplicar este método em outros tipos de trabalho. Observou-se que o resultado melhora quando
se introduz mais iteragdes, retornando valores do rms menores que /0~ para malhas com
muitos pontos.
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