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1. Introdução 

Além das matrizes de Mueller ( )M  e de Kennaugh ( )K , duas outras matrizes, conhecidas 

como matriz de covariância do alvo e matriz de coerência do alvo, podem ser utilizadas para a 

caracterização de ondas parcialmente polarizadas. 

Quando o alvo em estudo apresenta um comportamento determinístico, ou seja, os 

espalhadores são determinísticos, esses alvos são completamente descritos por uma matriz de 

espalhamento ( )S  única ou por um vetor de espalhamento do alvo. 

Para as aplicações de Sensoriamento Remoto, não é válido assumir que os espalhadores 

são puramente determinísticos, visto que a célula de resolução é maior do que o comprimento 

de onda utilizado pelo sistema, ou seja, os alvos naturais contêm muitos espalhadores 

determinísticos espacialmente distribuídos, sendo cada um desses espalhadores 

completamente e individualmente representados por uma matriz ( )S
i
. 

Dessa forma, a matriz ( )S  medida para uma célula de resolução consiste de uma 

superposição coerente das matrizes individuais ( )S
i
 de todos os espalhadores localizados 

dentro da célula de resolução. 

A fim de lidar com a estatística dos efeitos do espalhamento e com a análise dos 

espalhadores foi introduzido o conceito de matrizes de covariância e de coerência do 

espalhador (Cloude and Pottier, 1996). 

2. As matrizes de Covariância e de Coerência do alvo 

A matriz de espalhamento, também conhecida como matriz de Sinclair, dada por (1) pode ser 

expressa sob a forma vetorial de (2), também chamada de vetor de espalhamento do alvo ou 

vetor de covariância do alvo: 

( )S hh hv

vvvh

S S

S S

 
=  
 

 (1) 

 

[ ]TB hh vh hv vv
k S S S S=
�

 (2) 

Uma média do produto complexo entre os vetores *e T

B Bk k
� �

 leva à chamada matriz de 

covariância ( )C . 

Embora a matriz ( )C  corresponda à matriz de covariância para um processo com média 

zero, similar ao “speckle”, o termo matriz de covariância é adotado (ao invés de matriz de 

correlação) para o caso mais geral em que a média é diferente de zero Ulaby and Elachi 

(1990). 

( ) *C T
B Bk k= ⋅
� �

 (3) 

Onde o sinal  indica uma média espacial do conjunto, assumindo-se que o meio 

espalhador é homogêneo. 

A matriz ( )C  é Hermitiana positiva semi-definida, ou seja, seus autovalores são reais e 

não negativos e tem, precisamente, os mesmos elementos da matriz de Kennaugh ( )K  e da 

matriz de Mueller ( )M , contudo, com disposições diferentes. 
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A matriz de covariância contém todas as informações necessárias para lidar com um alvo, 

utilizando-se a convenção BSA, em inglês, Backscatter Alignment. 

Nessa convenção os cálculos de retroespalhamento são realizados utilizando-se um 

sistema de coordenadas baseado na antena, ou seja, espalhamento no sentido do 

retroespalhamento da anda (medido na antena). 

A matriz de covariância é amplamente utilizada para o retroespalhamento radar, ao invés 

da matriz de Kennaugh, de uso mais geral. 

Para o caso em que a matriz de espalhamento é simétrica, ou seja, o teorema da 

reciprocidade é assumido, o vetor de covariância é dado por (4) e a matriz de covariância ( )C  

passa a ser uma matriz 3 3× . 

2B vvhh hv

T

k SS S 
 =

�

, (4) 

onde o multiplicador 2  é introduzido para satisfazer a conservação de energia, sob uma 

transformação de base unitária. A explicação da transformação de base unitária pode ser 

verificada em Andrade, 2006. 

Outra matriz que contém as mesmas informações que a matriz de Mueller é a matriz de 

coerência ( )R . Essa matriz foi introduzida por Cloude (1986) e utilizada na decomposição 

de alvos incoerentes por (Cloude and Pottier, 1996), podendo ser obtida de forma análoga à 

matriz de covariância. 

( ) *R P P

Tk k= ⋅
� �

, (5) 

onde Pk
�

 é o vetor de espalhamento do alvo ou vetor de coerência (Cloude, 1986), e é 

dado por: 

( )1

2

T

P hh vv hh vv hv vh hv vhk S S S S S S i S S= + − + −  
�

, (6) 

Note que a equação (6) pode ser obtida a partir de: 

( ) 1
A

2
P Bk k=
� �

, (7) 

onde ( )A  corresponde à matriz de expansão, sendo dada por: 

( )

1 0 0 1

1 0 0 1
A

0 1 1 0

0 0i i

 
 − =
 
 

−   

(8) 

Observa-se que tanto a matriz de covariância ( )C  quanto a matriz de coerência ( )R  são 

deduzidas a partir de duas vetorizações da matriz de espalhamento ( )S , obtendo-se os vetores 

de covariância Bk
�

 e de coerência Pk
�

, dados por (2) e (6). 

Vale notar que a matriz de covariância e a matriz de coerência são unitariamente similares 

(a menos de um fator de escala constante), o que pode ser comprovado por intermédio da 

equação (7). As duas matrizes carregam as mesmas informações, ambas são Hermitianas 

positivas semi-definidas e ambas têm os mesmos autovalores (que são reais), mas diferentes 

autovetores (Cloude and Pottier, 1996). O traço de cada uma das matrizes também é o mesmo 

e fornece a intensidade total da onda. 
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Enquanto a matriz de covariância é mais simples do que a matriz de Mueller, a matriz de 

coerência não apresenta tal simplicidade. Contudo, o teorema da reciprocidade permite uma 

considerável simplificação, uma vez que os vetores de covariância e coerência ficam 

reduzidos a três elementos cada um. 

O uso do vetor de coerência é preferido, na literatura, porque seus elementos têm uma 

interpretação física (reflexão difusa, nº par de reflexões, nº ímpar de reflexões, etc). 

3. Dedução das matrizes de Covariância e de Coerência 

A matriz complexa ( )S  descreve o processo de espalhamento e contém, portanto, a 

informação relativa ao alvo. Ao invés da notação matricial, pode-se utilizar um vetor 

complexo de quatro elementos que contém a mesma informação que a matriz ( )S . Portanto, 

os vetores de covariância Bk
�

 e de coerência Pk
�

 do alvo, são definidos a partir das bases Bψ  e 

Pψ , conforme apresentado a seguir: 

( ) ( ) [ ] ( )

( ) ( ) [ ] ( )

0 1 2 3

0 1 2 3

1
Traço a

2

e

1 1
Traço b

2 2

i i

i i

Thh hv

B B B

vh vv

Thh hv

P P P

vh vv

S S
S k S k S S S S

S S

S S
S k S k k k k k

S S

ψ

ψ

 
 = → = ∴ =   

 

 
 = → = ∴ =   

 

� �

� �

 (9) 

Onde Bψ  (Base de Borgeaud) e Pψ  (Base de Pauli) são dadas por: 

{ }
1 2 3 4

1 0 0 1 0 0 0 0
, , , 2 ,2 , 2 , 2

0 0 0 0 1 0 0 1
B B B B Bψ ψ ψ ψ ψ

        
= =         

        
 (10) 

 

{ }
1 2 3 4

1 0 1 0 0 1 0
, , , 2 , 2 , 2 , 2

0 1 0 1 1 0 0
P P P P P

i

i
ψ ψ ψ ψ ψ

 −        
= =         −        

 (11) 

O traço da matriz ( )S  é a soma dos elementos da diagonal dessa matriz. 

A base de Pauli (11), formada pelas matrizes spin de Pauli, é amplamente empregada na 

física da onda espalhada. 

Desenvolvendo-se a equação ( )a  apresentada em (9) chega-se ao vetor de covariância, 

conforme apresentado a seguir. 
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( ) ( )

( )

1
Traço

2

01 01 1
1º elemento Traço 2 Traço 2

00 02 2

00 11 1
2º elemento Traço 2 Traço 2

00 02 2

i i

hh hv

B B

vh vv

hh hv hh

hh

vh vv vh

hh hv hh

vh vv vh

S S
S k S

S S

S S S
S

S S S

S S S
S

S S S

ψ
 

 = → = ∴   
 

     
= = =     

     

     
= = =     

     

�

( )

( )

( )

00 01 1
3º elemento Traço 2 Traço 2

01 02 2

00 01 1
4º elemento Traço 2 Traço 2

00 12 2

vh

hh hv hv

hv

vh vv vv

hh hv hv

vv

vh vv vv

S S S
S

S S S

S S S
S

S S S

     
= = =     

     

     
= = =     

     

 (12) 

Assim, o vetor de covariância fica: 

[ ]TB hh vh hv vvk S S S S=
�

 (13) 

Sendo válido o teorema da reciprocidade, passa-se a ter o vetor de covariância Bk
�

 com 

três elementos que simplifica consideravelmente os cálculos. 

( ) ( )

( )

1
Traço

2

01 01 1
1º elemento Traço 2 Traço 2

00 02 2

00 11 1
2º elemento Traço 2 Traço 2

00 02 2

i i

hh hv

B B

vh vv

hh hv hh

hh

hv vv hv

hh hv hh

hv vv hv

S S
S k S

S S

S S S
S

S S S

S S S
S

S S S

ψ
 

 = → = ∴   
 

     
= = =     

     

     
= = =     

     

�

( )

( )

( )

00 01 1
3º elemento Traço 2 Traço 2

01 02 2

00 01 1
4º elemento Traço 2 Traço 2

00 12 2

hv

hh hv hv

hv

hv vv vv

hh hv hv

vv

hv vv vv

S S S
S

S S S

S S S
S

S S S

     
= = =     

     

     
= = =     

     

 (14) 

Assim, o vetor de covariância para o caso em que a reciprocidade é assumida fica: 

[ ]TB hh hv hv vvk S S S S=
�

 (15) 

Contudo, para satisfazer a conservação de energia o multiplicador 2  é introduzido. 

Dessa forma, a equação (15) reduz-se para: 

2
T

B hh hv vvk S S S =  
�

 (16) 

De forma similar, desenvolvendo-se a equação ( )b  apresentada em (9) chega-se ao vetor 

de coerência. 
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( ) ( )

( )

1
Traço

2

1 01 1 1
1ºel. Traço 2 Traço 2

0 12 2 2

1 01 1
2ºel. Traço 2 Traço 2

0 12 2

i i

hh hv

P P

vh vv

hh hv hh hv

hh vv

vh vv vh vv

hh hv hh hv

vh vv vh vv

S S
S k S

S S

S S S S
S S

S S S S

S S S S

S S S S

ψ
 

 = → = ∴   
 

     
= = = +     

     

  −   
= =     −−   

�

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

2

0 11 1 1
3ºel. Traço 2 Traço 2

1 02 2 2

01 1 1
4ºel. Traço 2 Traço 2

02 2 2

hh vv

hh hv hv hh

hv vh

vh vv vv vh

hh hv hv hh

hv vh

vh vv vv vh

S S

S S S S
S S

S S S S

S S i S i Si
i S S

S S i S i Si


= − 

 

     
= = = +     

     

  − −   
= = = −      −     

 

(17) 

Assim, o vetor de coerência fica: 

( )1

2

T

P hh vv hh vv hv vh hv vhk S S S S S S i S S= + − + −  
�

 (18) 

Como no caso do vetor de covariância, caso o teorema da reciprocidade seja assumido, o 

vetor de coerência passa, também, a ter somente três elementos, conforme desenvolvido a 

seguir: 

( ) ( )

( )

1
Traço

2

1 01 1 1
1ºel. Traço 2 Traço 2

0 12 2 2

1 01 1
2ºel. Traço 2 Traço 2

0 12 2

i i

hh hv

P P

vh vv

hh hv hh hv

hh vv

hv vv hv vv

hh hv hh hv

hv vv hv vv

S S
S k S

S S

S S S S
S S

S S S S

S S S S

S S S S

ψ
 

 = → = ∴   
 

     
= = = +     

     

  −   
= =     −−   

�

( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

1

2

0 11 1 1
3ºel. Traço 2 Traço 2 2

1 02 2 2

01 1
4ºel. Traço 2 Traço 2

02 2

1
4ºel. 0

2

hh vv

hh hv hv hh

hv

hv vv vv hv

hh hv hv hh

hv vv vv hv

hv hv

S S

S S S S
S

S S S S

S S i S i Si

S S i S i Si

i S S


= − 

 

     
= = =     

     

  − −   
= = ∴      −     

= − =

 (19) 

Tem-se, então, o seguinte vetor de coerência: 

[ ]1
2

2

T

P hh vv hh vv hvk S S S S S= + −
�

 (20) 

Os fatores 2 em (10) e 2  em (11), fatores de normalização, surgem a partir da restrição 

de que a norma ao quadrado dos vetores de espalhamento Bk
�

 e Pk
�

 tem que ser igual à energia 

total retroespalhada (21), devendo, ainda, ser independente da escolha das bases Bψ  ou Pψ . 

( )2 2 2 2 2* *T T

B B P P hh hv vh vvk k k k k k k S S S S⋅ = = ⋅ = ⋅ = + + +
� � � � � � �

 (21) 
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Efetuando-se o produto interno de (21) chega-se aos resultados a seguir apresentados: 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
* * * * * * * * *

2 2* * * *

2* * * *

1 1

2 2

assim,

1 1 1
;

22 2

1 1 1

22 2

hh vv

hh vvT

P P hh vv hh vv hv vh hv vh

hv vh

hv vh

hh vv hh vv hh hh vv hh vv vv

hh vv hh vv hh hh vv hh vv

S S

S S
k k k S S S S S S i S S

S S

i S S

S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S

+ 
 −  = ⋅ = + − + − −   +
 

− 

+ + = + + +

− − = − − +

� � �

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2* * * *

2 2* * * *

;

1 1 1
e

22 2

1 1 1
.

22 2

vv

hv vh hv vh hv hv vh vh hv vh

hv vh hv vh hv hv vh vh hv vh

S

S S S S S S S S S S

i S S i S S S S S S S S

+ + = + + +

− − − = − − +

 (22) 

De forma similar, 

2
* * * * *

2 2 2 2* * * *; ; e .

hh

vhT
vvB B hh vh hv

hv

vv

vv vv vvhh hh hh vh vh vh hv hv hv

S

S
k k k S S S S

S

S

S S S S S S S S S S S S

 
 
   ∴   
 
 

= ⋅ =

= = = =

� � �

 (23) 

Efetuando-se a soma dos resultados apresentados tanto em (22) quanto em (23) chega-se, 

em ambos os casos, ao escalar apresentado em (21). 

Realizando, agora, o produto do vetor Pk
�

 por seu conjugado transposto obtém-se a 

matriz de coerência, que corresponde a uma representação das propriedades de 

espalhamento do alvo no domínio da potência. 

( )

( )

( )( )

( )

*T * * * * * * * *

P P

2 * * *

0 0 1 0 2 0 3

2* * *

1 0 1 1 2 1 3*T

P P 2* * *

2 0 2 1 2 2 3

2* * *

3 0 3 1 3 2 3

1 1
R k k

2 2

1
R k k

2

hh vv

hh vv

hh vv hh vv hv vh hv vh

hv vh

hv vh

S S

S S
S S S S S S i S S

S S

i S S

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k k

+ 
 − = ⋅ = + − + − − ∴
 +
  − 

 
 
 

= ⋅ =  
 
  
 

� �

� �

 

(24) 

Ou seja: 
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

* *

* *

1

2

hh vv hh vv hh vv hh vv hh vv hv vh hh vv

hh vv hh vv hh vv hh vv hh vv hv vh hh vv

hv vh hh vv hv vh hh vv hv vh hv vh hv vh

hv vh

hv vh

S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S S S S S S

i S S

i S S
R

+ + + − + + +

− + − − − + −
=

+ + + − + + +

 − − 

 − − 

− ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *

* *
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hv vh
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i S S
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 
 
 
 
  −  
 

  − − − − − −                 

Assumindo-se o teorema da reciprocidade, o vetor de coerência passa a ser definido 

conforme apresentado em (20) e a matriz de coerência passa a ser uma matriz 3 3× , a seguir 

apresentada: 

( ) ( )

( )

*T * * * * *

P P

2 * *

0 0 1 0 2

2*T * *

P P 1 0 1 1 2

2* *

2 0 2 1 2

1 1
R k k 2

2 2
2

1
R k k

2

hh vv

hh vv hh vv hh vv hv

hv

S S

S S S S S S S

S

k k k k k

k k k k k

k k k k k

+ 
 = ⋅ = − + − ∴ 
 
 

 
 
 = ⋅ =
 
 
 

� �

� �

 (25) 

Efetuando-se os cálculos acima, a matriz de coerência simétrica fica: 

( )

2 2 2 2* * * *

2 2 2 2*T * * * *

P P

2* * * *

2Re( ) 2 Im( ) 2 2

1
R k k 2 Im( ) 2Re( ) 2 2

2
2 2 2 2 4

hh hh vv vv hh hh vv vv hh hv vv hv

hh hh vv vv hh hh vv vv hh hv vv hv

hv hh hv vv hv hh hv vv hv

S S S S S i S S S S S S S

S i S S S S S S S S S S S

S S S S S S S S S

 + + − − +
 
 = ⋅ = + − − + −
 

+ −  

� �

De forma similar, o produto do vetor Bk
�

 por seu conjugado transposto conduz a matriz de 

covariância ( )C . 

4. Conclusão 

Foi visto que tanto a matriz de covariância ( )C  quanto a matriz de coerência ( )R  são obtidas 

a partir de duas vetorizações da matriz de espalhamento ( )S , ou seja, os vetores de 

covariância Bk
�

 e de coerência Pk
�

. Comprovou-se, também, que o traço das matrizes ( )C  e 

( )R  fornece a energia total da onda e que essas matrizes são obtidas pelo produto interno dos 

vetores Bk
�

 e Pk
�

 por seus complexos conjugados. 

As matrizes obtidas apresentam características similares, a despeito do fato da 

reciprocidade aplicar-se ou não, sendo ambas hermitianas positivas semi-definidas com seus 

autovalores todos positivos. 
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